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Resumen

El norteamericano Leon Henkin (1921-2006) fue uno de los logicos
mas renombrados del siglo XX, junto con Alfred Tarski y Kurt Godel,
y una de sus principales contribuciones a la logica fue la
demostracion mas simple y heuristicamente fructifera del teorema
de completitud de la ldgica de predicados de primer orden. Henkin
extendio esa demostracion para el caso de la logica de predicados
de segundo orden probando también su completitud pero a costas
de una interpretacion no standard de los cuantificadores de
segundo orden, pues, para la interpretacion standard, Godel ya
habia probado su incompletitud. Esa interpretacion no standard
exige modificar el entendimiento de cual es el papel de la teoria de
conjuntos en la relacion entre ldgica y matematicas, uno de los
problemas logicos y filosoficos mas importantes después del
logicismo de Frege y Russell. En la década de 1960, Francisco Miro
Quesada y Juan Bautista Ferro tuvieron un encuentro fortuito y
discutieron sobre ese problema.



Introduccion

El Dia Mundial de la Légica fue
instituido oficialmente por la
UNESCO en 2019 para ser
conmemorado cada ano el 14 de
enero en homenaje a Alfred Tarski
(1901-1983) nacido en fecha 14 de
enero y a Kurt Godel (1906-1978)
fallecido en fecha 14 de enero, dos
de los mas importantes logicos-
matematicos del siglo XX, por sus
relevantes contribuciones para la
consolidacion de la moderna Logica
Matematica, especialmente de la
Teoria de Modelos.

Tarski y Godel en Viena 1935




El norteamericano Leon Henkin
(1921-2006), cuyo centenario
celebramos en 2021, fue otro de
los grandes nombres en el campo
de la l6gica matematica, que
también contribuy¢, a lo largo de
Su carrera y con su vision de
l6gico, al campo de la Educacién
en Matematica y en Logica.

Su resultado mas conocido en
|6gica es la version semantica mas
simple y también
pedagogicamente adecuada del
(meta)teorema de completitud
de la l6gica de predicados de
primer orden, el cual trataremos
en forma sintética en esta
conferencia, asi como de algunas
de sus ramificaciones.




Leon Henkin, un breve perfil

El nombre completo de Leon Henkin era Leon Albert Henkin, y se cuenta que el segundo
nombre Albert le fue dado por su padre, que era interesado en ciencias, debido a la
admiracion que este tenia por Albert Einstein.

Leon nacié en Nueva York en 1921 e hizo su pregrado en Matematica y Filosofia en |a
Universidad de Columbia, graduandose en 1941. Posteriormente obtuvo su magister en
Matematica en 1942 y su doctorado, en 1947, ambos en la Universidad de Princeton con la
tesis The completeness of formal systems asesorado por Alonzo Church (1903-1995), también
un légico renombrado que acuiné su nombre en uno de los (meta)teoremas mas
fundamentales de la l6gica matematica, el de indecidibilidad de la l6gica de predicados de
primer orden (resultado que tiene implicaciones en las teorias de computabilidad y
procedimientos decisorios).

De 1949 a 1953 fue profesor asistente en la University of Southern California y a partir de
1953, y hasta su retiro en 1991, fue profesor en el Departamento de Matematica de la
University of California en Berkeley, universidad que le otorgd el diploma de Profesor
Emérito en ese afo. En Berkeley fue invitado por Tarski para colaborar con el Group in Logic
and the Methodology of Science dirigido por él en el Departamento de Matematica desde su
ingreso como profesor en esa universidad en 1942, y fue también un reconocido divulgador,
a través de su docencia y sus publicaciones, de la ldgica y sus métodos, ademas de haber sido
Director de Departamento en los periodos 1966-1968 y 1983-1985..



Henkin fue miembro de la Association for Symbolic Logic, siendo su
Vicepresidente de 1952 a 1954, y su Presidente de 1962 a 1964.

Ademas se desempend como consultor de la National Science
Foundation y de la National Academy of Science.

En el campo de la Educacion Matematica fue miembro de la
Mathematical Association of America formando parte del
Committee of Educational Media para la divulgacion de la ciencia 'y
de la matematica. En 1980 fue organizador, en Berkeley, del 42
International Congress on Mathematical Education, y de 1980 a
1984 fue Jefe de la U. S. Commission on Mathematical Instruction.

Como profesor-investigador, Henkin asesoro 9 tesis de doctorado
de las cuales 4 fueron en Logica Matematica y 5 en Educacion
Matematica. Ademas superviso varios posdoctorados entre los
cuales cabe destacar los de Newton Da Costa de Brasil y Maria
Manzano de Espana.



Henkin como colaborador de Tarski

Una nueva vision del método axiomdtico a Métodos de algebrizacion de sistemas
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Henkin y la educacion en matematica
y en logica

Una mirada retrospectiva sobre la Leon Henkin y Mara Manzano en Barcelona
Matemadtica Elemental (aiios 60) en 1982, un encuentro educacional
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Mara Manzano y Leon Henkin

Maria Gracia Manzano Arjona (1950-) es profesora de Ldgica y Filosofia de |a
Ciencia en la Facultad de Filosofia de la Universidad de Salamancay
especialista en teoria de modelos. Hizo el doctorado en la Universidad de
Barcelona bajo la supervisién de Jesus Mosterin (1941-2017) con su tesis
«Modelos generales de la l6gica de segundo orden» (1977), y el posdoctorado
con Leon Henkin en la Universidad de California en Berkeley (1977-1978),
considerandolo, desde entonces, su guia y mentor en la enseflanzay en la
investigacion. Algunas de sus publicaciones sobre Henkin son:

M. Manzano y E. Alonso. Completeness: from Gédel to Henkin. History and
Philosophy of Logic 35(1), 2014, p. 1-26.

M. Manzano, I. Sain y E. Alonso (Eds.). The life and work of Leon Henkin.
Birkhauser, 2014.

M. Manzano y E. Alonso. Visions of Henkin. Synthese 192(7), 2015, p. 2123-
2130.

M. Manzano, N. Movshovitz-Hadar y D. Resek. Leon Henkin: a logician’s view
on mathematics education. IFCoLog Journal of Logic and its Applications, vol.
4,no.1, 2017, p. 83-109.



El teorema de completitud de Henkin

El teorema de completitud de la ldgica de predicados de primer orden dice esencialmente
que proposiciones ldgicamente validas y proposiciones demostrables (escritas en un
lenguaje de primer orden) coinciden. Eso fue demostrado inicialmente por Gédel en 1930
como parte de su tesis de doctorado, basandose en el sistema logico desarrollado por Russell
y Whitehead en su Principia Mathematica de 1910-1913, y usando las llamadas formas
normales de Skolem, ademas de adoptar la clasificacidon de las proposiciones en primer orden
y en orden superior introducida por Hilbert y Ackermann en 1928 en su libro «Elementos de
|6gica tedrica».

El principal resultado por el cual Godel es mas conocido es el de incompletitud de sistemas
logicos que puedan expresar la aritmética de Peano, en particular, de las légicas de orden
superior (obsérvese que la aritmética de Peano es un sistema axiomatico de segundo orden).

La version de Henkin del teorema de completitud, publicada en 1949, es una version no
constructiva y mas fuerte que la de Godel y, del punto de vista tanto cientifico cuanto
pedagdgico, tiene un fuerte potencial heuristico permitiendo su generalizacion para otros
sistemas logicos, en particular los de segundo orden (publicado en «Completeness in the
theory of types», 1950).

Como nos cuenta el mismo Henkin, una primera version de la completitud, y para el sistema
proposicional clasico, se debe al ruso-polaco-norteamericano Emil Post (1897-1954) que en
su tesis de doctorado de 1920 introdujo el método de las tablas de verdad, inclusive
generalizandolo para ciertas ldgicas polivalentes, demostrando, por ese método, su
completitud. Ese trabajo fue publicado en 1921. Ese afo fue excepcional, en ese aifio también
aparece por primera vez el Tractatus Logico-Philosophicus de Wittgenstein.



Semblanza de un Iogico peruano
en su centenario (2020)

Juan Bautista Ferro (1920-1993)

Como fue anunciado en el titulo de esta conferencia, trataremos de un encuentro fortuito entre los
mas importantes légicos peruanos del siglo XX, Francisco Miré Quesada Cantuarias y Juan Bautista
Ferro Porcile. Solo presentaremos al segundo por ser un poco menos conocido y divulgado que el
primero.

Ferro fue uno de los fildsofos mas destacados del siglo XX en el Perd, interesado principalmente en
Filosofia Moderna, y una de sus mas importantes contribuciones la realizdé en el campo de la légica
contempordnea y su ensefianza, como veremos.

Nacid en 1920 y sus estudios universitarios los realizé en Derecho en San Marcos, graduandose en
1943. Posteriormente realizd sus estudios de doctorado en Filosofia y en Letras en los afios 50
obteniendo su grado de Doctor en 1966 con su destacada tesis «Procedimientos decisorios para
formulas monadicas de primer grado». Ese trabajo se encuadra en el problema de encontrar
procedimientos de decisidn para la validez de férmulas de primer orden monadicas en contraste
con el resultado de 1936 de Alonzo Church, asesor de la tesis de Henkin como ya vimos, de que
tales procedimientos no existen en general para formulas de primer orden no monadicas.

Ferro fue profesor en la Facultad de Filosofia y Letras de San Marcos desde 1958 hasta su cese en
1983, y esa universidad le concedio el titulo de Profesor Emérito en 1986. Ademas, recibid el
Premio Nacional de Cultura «Alejandro Deustua» en el area de Filosofia en 1968.

Ferro, desde 1960 en que se hizo cargo de los cursos de Logica en San Marcos, y siendo un
estudioso de los nuevos enfoques en ldgica, especialmente los desarrollados por Willard van
Orman Quine, introdujo en esos cursos una sistematizacién moderna dando énfasis a los
procedimientos instrumentales de esa disciplina, especialmente de la ldgica clasica de primer orden
y de la légica juridica.



Un pensamiento pedagogico de Ferro
acerca de la logica

* «Desde el punto de vista de la enseianza,
asimismo, la utilizacion de algoritmos decisorios en
un curso de nivel elemental o medio no parece
reportar sino beneficios, pues, con todo lo elegante
que pueda ser la técnica de derivacion formal —
cuya importancia nadie discute — , ésta exige al
estudiante un apreciable grado de familiaridad con
técnicas simbdlicas e indispensables dotes
personales». (Tesis, 1966, p. iii)



En un homenaje de San Marcos a sus
«profesores-maestros»

El de la cultura
enciclopédica. Filésofo,
Filélogo y Abogado.

Maestro de Ldgica Juridica.

Dr, Juan Bautista Ferro Porcile




La «concepcion» de Iogica de Ferro en el recuerdo
de Francisco Miro Quesada: un encuentro fortuito

De Conversaciones con Juan Bautista Ferro, Areté, Revista de Filosofia, vol. VII, no. 2,
1995, p. 375-381.

«Algunos dias después de su grado de doctor, en que presento su admirable y famosa tesis
sobre la decidibilidad de las formulas monaddicas de primer orden, nos encontramos, creo
que en Miraflores, y comenzamos a hablar sobre la esencia de la I6gica. Mi punto de vista
era que la logica no debia abarcar la teoria de los conjuntos. Pero él pensaba lo contrario.
Para mi, en aquella época, la Iogica debia ser absolutamente general, es decir, no debia
contener entre sus temas, ninguna ‘materia’. Ferro sostenia que una buena parte de la
teoria de los conjuntos (hoy diriamos: la teoria cldsica de los conjuntos) era tan general
que, en esencia, no podia diferenciarse de la logica. Le dije que la teoria de los conjuntos
solo podia considerarse como Iégica cuando se limitaba a ser una teoria [abstracta] de los
conjuntos booleanos. Mas él replico que la logica de segundo orden era, en el fondo, una
teoria de los conjuntos pues, al cuantificar sobre los predicados, se estd presuponiendo la
existencia del universo de conjuntos [comparar con la interpretacion conjuntista de la
logica de segundo orden de Henkin que veremos a continuacion]. Mi posicion hoy dia ha
cambiado, y considero que ninguno de los dos teniamos razon en aquella época. La
conversacion derivo, después, a la utilidad de la I6gica para la filosofia ...».



La interpretacion conjuntista de los cuantificadores de

segundo orden: la problematica por tras de la discusion

entre Miro Quesada y Ferro

Uno de los problemas filosoficos mas importantes en los
fundamentos de la matematica desde Frege y Russell, pasando por
Quine hasta, por lo menos, los afios 60, era el de la relacion entre
matematica y logica, siendo la propuesta mas discutida la del
llamado «logicismo» que proponia que toda la matematica podia
ser reducida a la logica.

Un ingrediente esencial en esa discusion era determinar si la teoria
de conjuntos desarrollada por Cantor a finales del siglo XIX, o en
alguna de sus versiones posteriores, era de naturaleza légica o no.

Esa discusion entraba, en forma natural, en la determinacion de la
ontologia de los cuantificadores en la l6gica de segundo orden,
debido a su llamada interpretacion standard que es la siguiente:



* Interpretacion standard de los cuantificadores de segundo orden:

Si U es un determinado dominio de interpretacion de las variables cuantificables del
lenguaje (que pueden ser de primer o de segundo orden), y X es una variable de
segundo orden, es decir que varia sobre subconjuntos del dominio, entonces, para
cualquier predicado (monadico) F en donde X ocurra, y siguiendo los lineamientos de
la concepcion de verdad de Tarski, se decreta que:

(VX)F(X) es verdadera en U < paratodo Sc U: F(S), y
(IX)F(X) es verdadera en U < existe S < U: F(S).

Es claro que podemos sustituir S c U por S € g (U), siendo @ (U) el llamado conjunto
potencia de U, es decir, la coleccidon de todos los subconjuntos de U.

e Como ya mencionamos, Godel probd la incompletitud de la légica de segundo
orden a respecto de esa interpretacion standard. Mas adelante Henkin hizo un
aporte esencial a esa discusién: introdujo una interpretacion generalizada (no
standard) de los cuantificadores de segundo orden en contraposicion a su
interpretacion standard, consiguiendo, con eso, demostrar la completitud de la
|6gica de segundo orden a respecto de esa nueva interpretacion.



Interpretacion generalizada de Henkin

e Para los cuantificadores de segundo orden:

Si en las clausulas anteriores sustituimos ¢ (U) por una subcoleccion
fija 3 de o (U), obtenemos lo que se llama interpretacion
generalizada de los cuantificadores de segundo orden cuyas clausulas
son las siguientes:

(VX)F(X) es verdadera en U (a respecto de 3J)
<> paratodo S € 3: F(S), vy
(IX)F(X) es verdadera en U (a respecto de J)
< existe S €3: F(S).

En ese sentido, se dice que una formula de segundo orden tiene
modelo no standard a respecto de la interpretacion generalizada de
sus cuantificadores si existe un dominio de interpretaciéon U (= &) y
una familia 3 < g (U), tal que la formula es verdadera en U a respecto

de 3, o que el par (U, 3) es modelo de esa formula. En el caso en que
3 = (V) diremos que el modelo es standard.



Esas dos interpretaciones estudiadas por Henkin le permitieron demostrar,
también, que la l6gica de segundo orden es incompleta a respecto de la
interpretacion standard (como ya lo habia hecho Godel), pero se torna
completa a respecto de la interpretacion generalizada.

El teorema central en la demostracion de esa completitud, como
justificaremos mas adelante, es el llamado teorema de existencia de modelos,
gue afirma que si I es una coleccion consistente de férmulas de segundo
orden, existe un «modelo generalizado» de I', es decir, existe un dominio Uy
una coleccion 3 < ¢ (U) tal que el par (U, 3) es modelo de toda férmula de
I.

La existencia de un modelo para I consistente es siempre posible porque la
semantica no standard de Henkin permite mas modelos para realizar la verdad
(en una acepcion generalizada de «verdad») de las proposiciones de I" que la
semantica standard.

De ahi, es claro que la completitud de la ldgica de segundo orden depende de
como entendamos el «universo de los conjuntos y sus subconjuntos». Logica
de segundo orden es teoria de conjuntos en un sentido generalizado!, lo que
va al encuentro de las ideas de Ferro y su discusidon con Miré Quesada.



De «éSon la logica y la matematica idénticas?»
de Leon Henkin (1975, p. 87-88, original de 1962)

 «Ahora, con este bagaje, volvamos a la tesis de Russell segun la
cual toda la matemadtica puede reducirse a la Iogica [el programa
logicista]. Yo diria que si se entiende que la I6gica incluye la teoria
de conjuntos (lo cual parece ser una buena apreciacion de lo que
Russell tenia en mente) entonces la mayoria de los matematicos
aceptarian sin objecion la tesis de que los conceptos bdsicos de
todas las matematicas pueden expresarse en términos de la
logica. También estaran de acuerdo en que los teoremas de todas
las ramas de la matematica pueden derivarse de principios de la
teoria de conjuntos, aunque senalaran que ningun sistema fijo de
axiomas para la teoria de conjuntos es adecuado para abarcar
todos aquellos principios que serian considerados como
‘matematicamente correctos’».



«Pero tiene quizas mas hondo significado el consenso de los
matematicos de que en su disciplina hay mucho mas que lo
indicado por una tal reduccion de la matematica a la Iogica y la
teoria de conjuntos. El hecho de que de entre todas las
nociones logicamente posibles, definibles en teoria de
conjuntos, se seleccionen ciertos conceptos como objetos de
investigacion es de esencial significacion. Una comprension
cabal de la matematica debe considerar una explicacion sobre
aquellas nociones conjuntistas que tienen «contenido
matematico» y este es un problema que obviamente no es
reducible a un problema de I6gica no importa lo ampliamente
que esta sea concebida».



Hacia el teorema de completitud «a la Henkin» para
los sistemas logicos: un enfoque pedagogico

Primero veremos el significado formal del teorema de completitud y luego
esbozaremos los pasos principales de su demostracion, en cualquier sistema logico
donde sea valido, siguiendo el método de Henkin.

El estudio de todo sistema de ldgica parte de la determinacion de su lenguaje formal y
tiene dos formas de ser abordado, la forma semantica y la forma sintactica.

El lenguaje de la I6gica de primer orden monadica, por ejemplo, tiene como principal
concepto el de formula (bien formada) o proposicion, términos que usaremos como
sinénimos.

Una formula es una expresion bien formada que tiene como vocabulario los siguientes
simbolos: 1) variables de primer orden x, vy, z, etc. (con o sin subindices) en una cantidad
enumerable, 2) constantes individuales: a, b, c, etc. (con o sin subindices), 3)
conectivos logicos: — (negacidon) y — (condicional), 4) el simbolo de igualdad =, 5)
simbolos para predicados monadicos constantes F, G, etc. (con o sin subindices), y 6)
cuantificadores de primer orden V (para todo) y 3 (existe).

En un lenguaje de segundo orden precisamos, ademas, de variables de segundo orden
X, Y, Z, etc., (Que aqui consideraremos también predicados monadicos variables) y
cuantificadores de segundo orden para los cuales usaremos los mismos simbolos V y 4.



Abordaje semantico y el concepto de
«consecuencia semantica»

La semantica es la relacion que las formulas o proposiciones tienen con el
«mundo de sus interpretaciones o modelos», y parte, en el caso de la
|6gica clasica (de primer o segundo orden), de la atribucién de un universo
de interpretacion para sus simbolos.

De aqui en adelante entenderemos formula o proposicion como «férmula
sin variables libres» a menos que el contexto sugiera lo contrario.

SiI' es una coleccidn cualquiera (finita o infinita) de formulas, diremos que
(U, 3) es modelodeI'si (U, 3) es modelo de todas las féormulas de T".

Sean I" una coleccidon cualquiera de férmulas y A una férmula, diremos
gue A es consecuencia semantica de I' si todo modelo (U, 3) de I es
modelo de A. Eso serd denotado porI" EA. SiI' = @ diremos que A es una
formula valida (que equivale al concepto de tautologia en el caso
proposicional), lo que denotaremos por kE A.

La palabra «consecuencia» trae connotaciones que indican que ciertas
formulas se siguen de otras por algun mecanismo cuya estructura formal
sera mejor analizada en el abordaje sintactico que veremos a continuacion.



Abordaje sintactico y metodo axiomatico

 En el abordaje semantico de la légica proposicional clasica quedd delimitada la clase de
las proposiciones ldgicamente validas y el concepto importante de «consecuencia
semantica» que esta en la raiz de la validez de las argumentaciones.

* Elsiguiente paso, del ponto de vista metodoldgico, es proveer a esa clase de un ropaje
axiomatico, que es de caracter sintactico, es decir, encontrar un conjunto (minimo o no)
de férmulas que puedan ser tomadas como axiomas (en realidad esquemas de
axiomas), y una coleccion de reglas de inferencia o de deduccion de modo que:

1)  Los axiomas sean formulas validas y las reglas de inferencia preserven la verdad,

2) solo férmulas validas sean deducidas de los axiomas, esta es la condicion de
correccion o suficiencia del sistema axiomatico (lo que ya es garantizado por (1)), y

3) todas las formulas validas sean deducidas de los axiomas, esta es la condicion de
completitud del sistema axiomatico en una version que llamaremos «débil».

* Usualmente son llamados «teoremas» las proposiciones deducidas de los axiomas, y
simbolizaremos por - A la expresion «A es un teorema», luego, podemos formular las
dos condiciones anteriores de la siguiente manera:

1) Todo teorema debe ser formula valida, es decir, H A = E A (el sistema axiomatico es
suficiente), y

2)  Toda férmula valida debe ser teorema, es decir, E A = I A (el sistema axiomatico es
débilmente completo).



El concepto de «consecuencia sintactica»

 Deduccion a partir de premisas

Sea I" un conjunto (finito o infinito) de formulas (proposiciones) y A una
formula, diremos que A es consecuencia sintactica de I, lo que
denotaremos por I" I+ A, si existe una secuencia finita de formulas A, , A, ,
..., A, de modo que;

1) A, esA;

2) Cada formula A, de la secuencia es o0 un axioma o una premisa, es decir
elemento de I', o es consecuencia inmediata por una de las reglas de
inferencia de formulas anteriores en la secuencia.

* Paralaldgica de primer orden tenemos como reglas de inferencia el
conocido modus ponens, que es de caracter proposicional, y la regla de
generalizacion dada por A - (Vx)A.

* Esasecuencia es llamada deduccion o prueba de A a partirdeI'.SiI =
J tenemos + A.



El camino de Henkin hacia el teorema de
completitud fuerte

El teorema de completitud débil (que es el que primero probd Godel en 1930) tiene el
siguiente enunciado, como ya vimos: E A = I A, que junto con la condicidn de suficiencia se
expresa por FA < FA.

El teorema de completitud fuerte es el enunciadoI' EA < I I A. Nuevamente, como en el
caso de la completitud débil, la implicacidon <=, que usualmente se llama teorema de
correccion o suficiencia, es trivial. Haremos un esbozo de los pasos esenciales de la prueba
de la implicacion =.

Bajo la suposicion de que I' = A debemos probar que I' - A. Para eso, se prueba, primero,
que:

I' E A equivale aI’ U {-A} no tiene modelo, y que
I' - A equivale aI" U {-A} es inconsistente.
Asi, nuestro teorema de completitud fuerte se reduce a probar que:
I' U {-A} no tiene modelo = I" U {-A} es inconsistente.
O en su forma general, el lamado teorema de existencia de modelos:
I' es consistente = I tiene modelo.



El teorema de existencia de modelos

El teorema de existencia de modelos afirma que si I es un conjunto consistente de
formula, existe un modelo de I', es decir, un modelo que es el mismo para toda
formula A € I'. Obviamente, si probamos eso para un conjuntoI'* conI'* o T,
también sera valido para I'. I'* es llamado extension de I'

El primer paso, usado en la prueba de Henkin, es «construir» I'* de modo que sea
una «extension de Henkin consistente maximal».

Una extension consistente maximal puede ser construida por el llamado
«procedimiento de extension de Lindenbaum». Adolf Lindenbaum (1904-1941)
fue un légico y matematico polaco, colaborador de Tarski en el periodo de entre
guerras en la Universidad de Varsovia. Esbozaremos aqui la construcciéon de I'*
hecha por induccidn finita.

Primero tomamos una enumeracién de todas las formulas del lenguaje: A,, A,, A,,
v, A AL - Y definimos:

Ih=T,
I'y =T, U {A,} si ese conjunto es consistente, y I'; =1, si no lo es,
[',,;=1,U{A,}siese conjunto es consistente,yI',,; =1, sino lo es,

Finalmente se defineI'* =y, ., T,.



Un modelo para I'*

Ser una extension de Henkin es un concepto mas técnico y solo esbozaremos algunas de sus
caracteristicas.

Primero debe ser observado que I'*, siendo consistente maximal, es cerrado
deductivamente, es decir, '* - A equivalea A € T'*.

Con eso, definimos: I'* es una extension de Henkin de I" si para cada proposicion A de la
forma (3x)B(x) existe una constante individual ¢, en el lenguaje tal que I'*  (3x)B(x) — B(c,).
El individuo ¢, es un «testigo» que realiza a existencia que esta siendo afirmada. Lo mismo
para las férmulas cuantificacionales de segundo orden: para cada proposicion A de la forma
(3X)B(X) existe un predicado constante F, en el lenguaje tal que I'* + (3X)B(X) — B(F,).

El método de Henkin garantiza que siempre se puede construir una extensiéon (consistente
maximal) con esa propiedad, y para eso es necesario agregar al lenguaje suficientes
constantes individuales y predicados constantes, es decir testigos, para ese efecto.

En ese caso, un modelo (U, 3J) para I'* se obtiene tomando U como la coleccién de todas las
constantes individuales necesarias, y 3 como la coleccidn de subconjuntos de U que se
correspondan con los predicados constantes necesarios. Se observa que 3 no
necesariamente coincide con g (U).

Asi, se prueba por induccidn semidtica que para toda proposicion A € I'*, (U, 3) es modelo
de A. Veamos el caso que mas interesa: se A es de |la forma (3X)B(X), entonces, por un lado,
I'™*  (3X)B(X) y, por outro lado, existe un predicado constante F, en el lenguaje tal que I'* +
(3X)B(X) — B(F,), luego, por modus ponens, I'* + B(F,), lo que implica que B(F,) € I'* por ser
consistente maximal, de donde, por hipdtesis inductiva, (U, 3) es modelo de B(F,) y como F,
€ 3 tenemos que (U, J) es modelo de (3X)B(X).
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Una nota final sobre la logica y la matematica de lo difuso

e Otro centenario: Lofti
Zadeh (1921-2017), fue
el iniciador de la teoria
fuzzy o teoria de los
conceptos vagos.

e Zadeh fue un
matematico, ingeniero
electronico y cientifico de
la computacion
americano, iniciador, en
1965, de la matematicay
la 16gica difusas (fuzzy).




Francisco Miro Quesada sobre la I6gica de los
conceptos vagos o logica fuzzy

«[Hay] un aspecto sumamente
importante de la relacion entre
la logica y la realidad que aun no
ha sido suficientemente
estudiado: la vaguedad de los
conceptos empiricos. Hay
experiencias en las que no puede
saberse si un objeto pertenece o
no a un conjunto, o si una
superficie es de un color o de
otro (variacion continua de
colores), etc. En estos casos no
pueden aplicarse con precision
los principios logicos clasicos y es
necesario elaborar un nuevo tipo
de logica» (de La filosofia de la
Iogica de N.C.A. Da Costa, 1982).



El primer cursillo organizado
en Lima titulado
«Introduccion a la Teoria de
lo Difuso» fue realizado en
1983 a cargo del profesor José
Reategui Canga del
Departamento de
Matematicas y Sistemas de |la
Universidad de Lima, y con el
estimulo y apoyo firme del
profesor Francisco Mird
Quesada Cantuarias, en ese
entonces Director del
Instituto de Investigaciones
Filosdficas de esa universidad.
Sin duda, un emprendimiento
con espiritu visionario, propio
de Miré Quesada.
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Un testimonio personal

Las ensefianzas que recibi de Francisco Mird Quesada a través de
seminarios y conferencias organizados por él, y algunos con la
colaboracion de José Reategui, antes de mi partida para Brasil,
fueron seminales en mi formacion en Matematica y en Logica,
especialmente forjando mi interés en las aplicaciones de la logica
(por ejemplo, teoria de modelos y légica algebraica) en la propia
matematica, y una pequena manifestacion de esa influencia,
ademas del articulo mencionado antes, son las siguientes dos tesis
de maestria que tuve la suerte de asesorar en el posgrado en
Matematica de la UFPR, sustentadas en 2005:

Ana Cristina Corréa Munaretto. «Da teoria de reticulados a
geometria algébrica fuzzy».

Sterliane Blanc Felizardo. «Aplicacao da analise nao-standard a
teoria da medida: uma representacao hiperfinita da medida de
Lebesgue».



